
分圆多项式  

为互不相同之素数 若存在

其中 若且仅若 有素数平方因子, 若且仅若 无素数平方因子且

素因数个数为 . 最末二行变换可通过容斥原理证明: 其实质乃Möbius反演定理(证明见文
末).

注意到对任意 , 之零点为 之根, 同时并非 之根. 因此

. 从而 . 注意到

矛盾, 从而 .

Möbius反演公式  

Möbius变换建立在局部有限的偏序集 上. 其中, 局部有限是谓

今考虑 为一切映射 之集合, 构造环 如

下

1. 对于加法, 恒成立.
2. 不妨设 , 则对于乘法(卷积)有 .

3. 单位元即Kronecker映射 .

定义Möbius逆函数 . 下先说明映射 之可逆性.
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一般地, 有结论 . 由于 构成半群, 
下仅需证明对任意 , 恒非零与 左可逆等价(考虑乘法群之单边定义).

若存在 , 则 . 对任意 且

之序对 有

从而 . 由此可得唯一确定的 . 职是之故, 可作 之单

位集 . Möbius函数及其逆函数存在. 特别地, 展开
有

下给出Möbius反演定理: 对任意 有限, 则对 , 

其中 为任意乘法Abel群.

证明: 注意到左式导出

右式导出

从而等价.



考虑局部有限的偏序集 , 其中为整除偏序. 由唯一分解定理知存在偏序同构使得下图
可交换

由同态关系知

其中诸 为必然要求, 从而偏序集 上的偏序关系为

. 下构造相应之Möbius函数.

对于以大小关系为序关系的全序集 , 取 . 从而不待计算即可构造Möbius
函数

从而在指数同构下有

易见对满足偏序 之序对 , . 下记 为一切 之值, 
. 

端详上式即得

的素因子个数 无素平方因子



分圆多项式等价形式之补充说明  

对 上某一适当的全纯区域, 对一切 , 诸分圆多项式 于某一区域 内全纯且诸

无branch cuts. 置 , 则 , 亦即

. 由Möbius反演定理知

从而

由全纯函数之极大模原理知 . 
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